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Bahan Kajian/Materi Pembelajaran:

1.

10.

11.
12.

13.

Pemahaman tentang sistem bilangan riil, pertidaksamaan bilangan
riil, dan pertidaksamaan nilai mutlak

Pemahaman tentang konsep garis lurus, gradien, persamaan garis,
persamaan garis lingkaran, menggambar grafik persamaan
Pemahaman tentang penentuan domain dan range dari suatu fungsi,
menggambar grafik fungsi, dan fungsi komposisi

Pemahaman tentang sifat dasar sinus cosinus, menggambar grafik
fungsi trigonometri

Pemahaman tentang sifat logaritma dan trigonometri

Pemahaman tentang definisi limit dan mampu menentukan limit
fungsi di satu titik

Pemahaman tentang teorema-teorema limit, nilai limit fungsi, dan
memeriksa kekontinuan fungsi

Pemahaman tentang perhitungan nilai limit tak terhingga dan di tak
hingga

Pemahaman tentang konsep turunan, aturan pencarian turunan,
turunan dari penjumlahan, perkalian dan pembagian fungsi
Pemahaman tentang aturan rantai, turunan ke n dari suatu fungsi,
percepatan dan kecepatan dengan teknik diferensial

Pemahaman tentang turunan fungsi implisit

Pemahaman tentang kecepatan dari laju benda, nilai aproksimasi
fungsi dengan diferensial

Pemahaman tentang cara menggambar grafik fungsi polynomial dan

rasional, serta teorema nilai rata-rata



CPMK
Mampu menggunakan ilmu matematika dalam membangun pemahaman

prinsip-prinsip kerekayasaan (CPMK 1)

Sub CPMK

Mahasiswa mampu memahami
1. Limit Aljabar
2. Limit Trigonometri,

3. Limit Tak hingga



LIMIT DAN KEKONTINUAN FUNGSI

1.Limit Fungsi
a. Pengantar Limit

Tinjau fungsi yang didefinisikan oleh

% —1

f(x)=

7

Perhatikan bahwa fungsi ini tidak terdefinisi pada x = 1 karena memiliki
bentuk 0/0. Akan tetapi, muncul pertanyaan “apakah f(x) mendekati
bilangan tertentu ketika x mendekati 1?". Berikut jawabannya dalam

bentuk tabel dan grafik.

x 1) )
1,01 2,01

1,001 2,001

1,0001 2,0001

1,00001 | 2,00001

1 ?

0,99999 | 1,99999 -
0,9999 1,9999 I

Dari tabel di atas terlihat bahwa f(x) mendekati 2 ketika x mendekati
1. Selanjutnya, secara aljabar (melalui pemfaktoran), diperoleh

Loxt =1 (x=-D(x+1)
f(x)= Sl D) = X

+1.

Pembagian (x- 1)/(x- 1) = 1 adalah sah sebab x # 1. Dari sini
diperoleh grafik f(x) merupakan garis lurus seperti diperlihatkan pada
Gambar diatas. Akan tetapi, garis ini menyisakan lubang (ditandai oleh

o) pada titik (1,2) sebab x # 1. Kenyatan ini juga menuju pada simpulan



bahwa f(x) mendekati 2 ketika x mendekati 1. Ungkapan f(x) mendekati

2 ketika x mendekati 1 secara matematis ditulis
linll f(x)=2

dan dibaca “limit ketika x mendekati 1 dari f(x) adalah 2". Dengan

demikian, pada kasus di atas diperoleh

Definisi 1. Fungsi f dikatakan mempunyai limit L untuk x mendekati c,

ditulis lim f(X) _L

X—C

jika untuk nilai x yang sangat “dekat” dengan c, tetapi, berakibat f(x)

“"mendekati” L.

a. Nilai tertentu dan tak tentu dalam limit

Berikut ketentuan nilai tertentu pada limit:

1. 2=k

b

O_
2.;-0
3. 5=

0
4. 2=0
5.%=oo
6. 0+ 00 =00

7. ook = oo, dimana k > 0
8. koo =

Berikut ketentuan nilai tak tentu pada limit:

1.

olo

0

)

2
3.

818



b. Sifat-sifat Dasar Limit Fungsi

Berikut sifat-sifat dasar limit fungsi, yaitu:
1. limy_ .k =k

2. lim,,,x=c

3. Jika lim,_,. f(x) dan lim,_. g(x) ada dan k € R maka:

a) lim,_{f(x) + g(x)} = lim,_ f(x) + lim, . g(x)
b) lim,_,. kf(x) = klim,_ f(x)

¢) lim, {f () g(x)} = lim, ¢ f(x) . lim,,. g (%)

f(x) — limy_,¢ f(x)
g(x) limy_,c g(x)’

d) lim,_,, dimana lim,_,. g(x) # 0

e) Untuk sebarangn € N
() fim {f ()} = jim_ 7 () f
(2)lim {f(x)}" = {1@13{ f(x)}‘”,
asalkan Im f(x) = 0

() lim {f ()} " = {!\irgf f(x)}

asalkan  untuk » genap, lim f(x) > 0.

Contoh
- 2
1. Hitung !@1(3)( X 6)
Penyelesaian:

lim (3x° - x—-6)= lim 3x° - lm x— lim 6

x— -1 x— -1 x— -1 x— -1
=3lim x*-(-1)-6
= 3(1_imlx): +1—-6

=3(-1)°+1-6=-2



x? —2x—15
X+3

2. Hitung lim
X—2
Penyelesaian:

X2 —2x—15 lim (X2 —2X—15)

. X2

lim

x>2 X+ 3 lim (x + 3)
_ ('X'anx —2limx—lim15  32_32_15
Iirr12x+lirr123 2+3

- -3

: / 1
3. Hitung Ix|£n>2 5x—1

Penyelesaian:

- 1 - 1 1/2 - 1 1/2
lim = lim =| lim
x>2 | bXx—-1 x»2( 5x—-1 x->2 5X —1
1/2 1/2
B 1 B 1
lim (5x —1) 5lim x—1Ilim1
X—2 X—2 X—2
1 1/2 1
- 52——1j "3

b. Metode-metode Penyelesaian Limit

1. Metode Substitusi

Metode paling mudah dengan menentukan hasil suatu limit fungsi
adalah dengan mensubstitusi langsung nilai kedalam fungsi f(x). Syarat
metode ini adalah jika hasil substitusi tidak membentuk nilai “tak
tentu". Contoh:
1. Hitunglah lim,_,(2x? — 3)
Jawaban:
Karena f(x) = 2x* —3 adalah suatu fungsi suku banyak, maka dapat

dilakukan subsitusi langsung dengan mengganti nilai x menjadi 2

lirr%(Zx2 —-3)=f(2)=22%2-3=5
x—



Txd +x? —Sx—40

Carilah [lim -
= 3x +x-10
Jawab:
Ty +x  — S5y —¢ 72V (22 —52
i X 41 Sx _mzf(l}= 7(2) [_ﬁ.J 5.2 —1{]=E=21
=2 3x +x—10 3.2742-10 4 2

2. Metode Pemfaktoran
Jika pada metode substitusi menghasilkan suatu nilai bentuk tak

tentu seperti:
0

OO) ) OO' 0 — OO, OOO, atau OOOO

0
maka fungsi tersebut harus difaktorkan terlebih dahulu sehingga

bentuknya tidak menjadi bentuk tak tfentu, baru kemudian bisa
disubstitusikan x - ¢ . Contoh:

. . oxT—x-2
Carilah lLm
x—2 ¥—2
Karena untuk x = 2 nilai fungsi pembilang dan penyebut sama dengan 0. maka
Teorema Subsitusi tidak berlaku. Bentuk 0/0 disebut bentuk tak tentu, dan untuk
mencar nilai limitnya dilakukan penyederhanaan aljabar dengan faktorisasi
seperti berikut.

-

hm ——— =1 1(1_2){::+l} = lm(x+1)=3

X2 x—2 x—31 x—2 x—2

Pembilang dan penyebut dapat dibagi (x-2) sebabuntukx - 2, x-2£0

3. Metode perkalian dengan akar sekawan

Metode ini digunakan jika pada metode substitusi langsung
menghasilkan nilai limit yang irasional. Fungsi dikalikan dengan akar
sekawannya agar bentuk limit fersebut tidak irasional, sehingga bisa

dilakukan kembali substitusi langsung nilai x—-c.



Contoh:

-

lim 9- x

X - 34_ ,/3.31, 7

Jawaban:

hm 16' (.T:Jj 7) s llm (4- \Lr: + 7)(4 .‘—,/x: + 7)

x= 3 4 - "’.\':'7 -_\'_) 3

Soal!
Tentukan hasil dari limit berikut ini:
1. limx_,4r = .

2. limy_,5——="-

—(x—3)(\/§+\/§) = e

3. lim,_3 T

4-Vx'+ 7

-‘-4+4:8



LIMIT FUNGSI TRIGONOMETRI

DEFINISI

Limit fungsi trigonometri memiliki definisi sebagai nilai terdekat suatu
sudut dalam fungsi trigonometri.

Perhitungan ini dapat disubstitusikan layaknya limit fungsi aljabar, tapi
limit yang jika disubstitusikan akan bernilai O atau limit tak tentu maka
penyelesaian dapat dilakukan dengan mengubah fungsi trigonometri
tersebut menjadi identitas trigonometri.

Perhatikan luas daerah OAB, luas juring OAB, dan luas daerah OAQ
pada Gambar berikut,

A Teorema apit

Andaikan f, g dan h fungsi yang memenuhi
1 \ f(x) < g(x) < h(x) untuk semua x dekat
< = : ama ke ¢, kecualu mungkin di c.
\ ' Jika lim,_.f(x) =lim, . h(x) =L maka
\ / limx_wg(x) =/,
_ A
——

Luas daerah A OAP < Luas Juring OAP < Luas daerah A OAQ

alasxtinggi OAxBP lxsmft smf

Luas daerah A OAP =

2 2 2
Luas Juring OAP = t x [uas lingkaran _Ix (1)~ 1t
' 2n 27 2
Luas daerah A OAQ = alas x tinggi _O4x4Q 1Ixtans _tans
2 2 2 2
Selanjutnya diperoleh
sms ¢t tant ) - t 1
—<—<— = smrEf<tanr > l< —< ——
2 2 2 SM? COSf
. : t : 1 . r 1 : t
Iml<hhm—=<lm— = 1<hm — < — = 1l<lhm-—=<1.
t=0  t=>0s5inf =0 COSt =0 sin ¢ hﬂ.%cosr =0 Sin ¢
f-

Berdasarkan Teorema Apit disimpulkan ]j11% Lr =1
=0 sn



[a—

SIf B 1 |

]j11%——]j11% = ; :1:1
t— t—» .
! — lim ——

1182 =0 SNl 1

Sm ¢

. tanr . - : 31183 . (smt 1 .osmf . 1
lim —— = lim| £95L =]]111[ J:hm[—x ]:]Jm—x]ml—=

Rumus dasar limit fungsi trigonometri, yaitu:

Lade BN X b X
(1) 355 & =1 @) 8§ o=
3 L'imit tan X _ 1 4) Lmit _ X — 4
(3) %=0 X (4) X0 tan x

Dari rumus dasar diatas dapat dikembangkan rumus-rumus sebagai
berikut:

imit S! b b
Oy ™ e
@ LmitiM® ot gn Lt X o2
@ Limit SBE o2 gey L fndx D
Contoh:

Tentukanlah hasil setiap limit fungsi trigonometri berikut ini :

. 3 2
Limit |sm4x tan2x 8x Limit sin” 6x
@) xu_r)lb [ 3x  sin6x d tan2x (b) Xlglb 3x.tan4x
" 2 . « 3
[Limit 2tan” 3x.smn2x Limit 6.8~ 2x
(©) x50 (d) Limjp DS 2%

4x? sin 6x sin 4x.sin 3x

Penyelesaian:



Limit |sin4x tan2x  8x ] 4 2
a - + e
@ <50 [ 3x  sin6x tan2x 3 6

o | o0

3
) : :
(b) Limit SB76% - Limit SOX snox _ (E) (E] .
4

x—0 3x tan4x x>0 3y tandx 3 12
(c) Limit 2 tan” 3x sin 2x = Limit 5 tan3x | ( tan3x ) ( sin 2x
20 42 ibx x—>0 4x x sin 6x
N3N P2
= 2]= s ==
4)\1)\6
= 3/2
. 3 o s : ;
=278 6.sm” 2x Limit sm2x \(sm2x) .
d) Lot > == = 6 sin2x
(d) x—0 gin4x.sin 3x x—0 (sin4xJ sin3x)

)
e

0

Menyesuaikan dengan rumus limit fungsi trigonometri diatas, jika
p = x - amaka untuk nilai x mendekati a diperoleh nilai p mendekati 0,

sehingga:
Limit sina(x —a) _ pjpjt sinap _ a
Limit tana(x—a) _ [Ljnjt tanap _ a
X—a b(x — a) p—0 bp b
CONTOH

Tentukanlah hasil setiap limit fungsi trigonometri berikut ini

Limit 3sin(x —2) Limit  6tan*(2x - 6)

(@) x=»2 ———— (b) x—:
(4X - 8) 5 ? (3x - 9)2
Limit sin(2x —8) - tan(2x2 —6x +4)
d) Limit
(©) x4 Lan(x—4)+(3x—12)} ( x—| 3%2 — 9%+ 6

~ sin(3x-6)
(€) Limit —————
x—2 X7+2x-8

Penyelesaian:



(a) Limit 350&X=2) _ Limjt 3sinx—2) _ 4 Y B
X—>2  (4x—8) X2 x—2) 4 4
(b) Limit 6tan” (2x — 6) — Limit J tan(2x—6) 2
_ Limit [ tan 2(x—3) 2
X—>3 —3(x —3)
2
= o(3)
=
= 8/3
(c) Limit S 2%=8) = Limit sin 2(x —4)
x—>4 | tanx—4)+(Bx—12) =>4 | tan(x —4) +3(x—4)
sin2(x —4)
_ Limit x—4
X4 | tan(x — 4) 3(x—4)
(x—4) (x—4)
=)
1+3
= 1/2
(d) Limit tan(2x2 —6x+4) _  Limit tan 2(x2 -3x+2)
x>l 32 _9x+6 X2 3(x% —3x+2)
Limit tan2(x+3)(x—1)
=1 3 +3)(x-1)
- 2
3

(e)
X—>2 x2 +2x—8

Limit Sin (3x—6)

Limit S 3(x—2)

X2 (x+4)(x-2)

sin 3(x — 2)
(x-2)

Limit _ 1
X—>2 (x+4)

700

M| = O\ | W



Disamping rumus pengembangan di atas sering pula digunakan rumus
rumus trigonometri lainnya yang telah dipelajari pada bab sebelumnya,
yakni

Catatan
Identitas trigonometri yang biasa digunakan:
a.1—cos Ax= 2sin’ (%;:LT}
b. sin 2A = Zsilyircc-sAq
c.cos 2A =cos"A—sinA

= 2cos’A — 1

=1-2sin’A
d.sm(A+B) =smAcosB *cos AsmB
e.cos (A £B) =cos AcosB FsmAsmB
f. sin A + sin B = 2sin %2 (A+B) cos ¥2(A-B)
g.sin A —sin B = 2cos?: (A+B)sin Y2(A-B)
h. cos A + cos B= 2cos?: (A+B) cos ¥2(A-B)
1. cos A —cos B=-2sin¥2 (A+B) sin*2(A-B)

CONTOH:

Tentukanlah hasil setiap limit fungsi trigonometri berikut ini

Limit 1-—cos6x Limit 3cos4x —3
al] T by L ]
@ x50 cos8x —1 B) 50 2.sin” 3x

Limit 4—4cos2x Limit 2—2cos’ 6x
(c) x—0 2 (d) x—0 2

1—-cos” 3x 3¢cos " 2x — 3
Penyelesaian:
e 11— —cos2
(a) Limit 1—cos6x _ —— 1—cos2(3x)
x—>0 cos8x—1 x—0 cos2(4x)—1
= il SZET 3%
- x—0 - 5
—2.sm” 4x
_ Limit (.Sin3x)2
= x>0 — |\ ———(——
.sm4x



Limit 3cosd4x —3

(b) x—o0

2.sin2 3x

(c) Limit 4—4cos2x

x—0

1- 0052 3x

2— 2cos2 6x

(d) Limit

x>0 3cos

2

2x — 3

— Limit 3(cos2(2x)—1)

Limi
x—0

50 2.sm 2 3x

Limit —3.sin” 2x
—0 P
> 2.sin? 3x

Limit _ 3 (-Sin ZXJZ

x—>0 _E .sin3x

B2y
2N
2

3

¢ 4(1—cos2x)

1— cos2 3x

Limit 4.(2sin” x)

x—0

sin? 3x

. Z
Limit 3 .S X
x—0 .sin3x

2
T 2(1—2cos 6x)
X0 3(cos” 2x — 1)

Limit 4.(sin” 6x)

0 :
= 3.(—sm2 2x)
o : 2
Limit i sin 6x
20 3\sin2x



(e)

()

SOAL

Limit COS5X —cos3x

x 1—cos8x

Limit 3CO0sS6X —3cos2x

x—>0 2

1—cos™ 2x

. = 33
- .’anl?(Sx B 3x).sm;(5x —3x)

Limit
x—>0

1—cos2(4x)

Limit —2sin4dx.sinx
x—>0

2sin? 4x
Limit —SIX
x—>0 gsin4x
1
4
— Limit 3(cos6x —cos2x)
x—0 2
1—cos™ 2x
.1 .1
. . —6sin—(6x+ 2x).sin—(6x —2x)
Limait 2 2
x—>0 .
sin < (2x)
e 6sin4dx.sin 2x
x—0

sin 2x.sin 2x

Eakiiat — 6sin 4x
x—0 sin 2x
i
~s(2)

2
—-12

Selesaikan hasil dari limit fungsi tfrigonometri berikut ini:

1.1

4.1

6.1

7. lim

Jika lim,_,

im 3xtandx
X205 sin2x 2x

M1 D (xr2))2

x24sinxtanx

im
x>0 1 _cos2x
cosx—1
cos2x—1

1-cos?(x—1)

My—0 "2 2 gxta

i sin x+sin 3x
x>0 ycosx

(x—1)(x—3) sin (x—-1)

. 1
=mdan lim,_, P

_4=nmakam+n



Daftar Pustaka

Ratnadewi., dkk (2016). Matematika Teknik Untuk Perguruan Tinggi.Bandung:
Rekayasa Sains

J. Purcel, Edwin dan Dale Varberg.(1994). Kalkulus dan Geometri Analissi, Jilid
1Edisi 5. Jakarta: Erlangga

George F. Simmons. (1976). Calculus With Analytic Geometry, Second Edition.

North America: The McGraw-Hill
Thompson, Silvanus. (2012). Calculus Made Easy.London: The Macmillan And Co.

Kreyszig, Erwin. (2011). Advanced Engineering Mathematics.The United State of
America: JThon Wiley & Sons, Inc



